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Introducao a Robotica

Descricao espacial e Transformacgoes (2/2)
Prof. Douglas G. Macharet

douglas.macharet@dcc.ufmg.br
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Representagao

Equagoes de transformagao

L
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D}

Representagao

Equagoes de transformagao

= O referencial {D} pode ser obtido como
UT=TAT ou BT=gTZTgar

= Equagao de transformacao

AT ol =T T 5T
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Representagao

Equagoes de transformagao

= Utilizadas para resolver transformagoes no
caso de n equagoes de transformagoes, e n
transformacoes desconhecidas

. B .
* No caso anterior,se T fosse desconhecido

ST T T T
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Representagao

Equagoes de transformagao

(T}

57 (G}
(s) 4
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Operadores

= As mesmas formas matematicas para mapear
pontos entre referenciais, também podem
ser interpretadas como operadores

= Translacao, Rotacao,Ambos
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Operadores

Translacional

= Move um ponto no espac¢o ao longo da
direcao de um vetor por uma distancia finita
= Caracteristicas
= Apenas um sistema de coordenadas envolvido
* Mesma formulagao do mapeamento

* Interpretagoes
= O vetor se move “para frente”

= O referencial se move “para tras”
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Operadores

Translacional

= O vetor “P, é transladado por um vetor “Q
APZZAPf"AQ
* Na forma de um operador matricial
APZ = DQ (q)Apl
" onde

= ( :Magnitude (com sinal) da translagao

= Q :Diregao do eixo que ocorre a translagao
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Operadores

Translacional

= O operador D, pode ser interpretado como
uma transformagao homogénea simples

1 0 0 q,
01 0 q
D: y
o (@) 0 0 1 q
0O 0 0 1

" onde q,,q,e g,sao as componentes de Q e

q=+02+92+0’
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Operadores

Translacional
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Operadores
Rotacional

= Muda um vetor “P, por uma rotagio R
A A
P, =R"P,

= Nao esta relacionando dois referenciais

= Por isso nao utiliza subscrito ou sobrescrito
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Operadores

Rotacional
* Na forma de um operador matricial
*P, =R« (0)'R

= Onde

= @ : Valor em graus da rotacao

= K: Direcao do eixo de rotagao

. <§ &l Introdugdo a Robética - Descrigdo espacial e Transformagdes 13

Operadores

Rotacional

= A matriz que rotaciona um vetor por meio
de alguma rotacao R, é equivalente a matriz
de rotacao que descreve um referencial
rotacionado de R relativo a um referencial
de referéncia
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Operadores
Rotacional
[ ]
[ A
"R,
AP A
2 0 YA
LN A
{A}
> X A
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Operadores
Transformacao

" Interpretagao diferente de referenciais

* Vetores de posi¢ao e matrizes de rotagao
= Transformacao = Rotacao + Translacao

= Apenas um sistema de coordenadas

= Sem subscrito ou sobrescrito

AP, =T ‘P,
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Operadores

Transformacao

= A transformacgao que rotacionade R e
translada de Q é equivalente a transformacao
que descreve um referencial rotacionado de
R e transladado de Q em relagao ao
referencial de referéncia
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Operadores

Transformagao (Exemplo)

= Deseja-se rotacionar o vetor “P, de #=30"em torno deZ,,
e translada-lo 10 unidades ao longo de X, e 5 unidades
ao longo de Y, .Determine T e “P,.

(0,866 —0,500 0,000 10,0

3
0,500 0,866 0,000 5,0
Aplz 7 T=
0 0,000 0,000 1,000 0,0
| 0 0 0 1
[ 9,098

AP, =T ‘P, = | 12,562
| 0,000
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Operadores

Transformacao (Exemplo)
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Resumo das interpretagoes

Transformacao homogénea

= Descricao de um referencial

= A transformacio 4T descreve o referencial {B}
em relagio ao referencial {A}. Especificamente,
as colunas de 2R sio vetores unitarios que
definem as direg¢oes dos eixos principais de {B},
e "Pyore localiza a posigdo da origem de {B}.
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Resumo das interpretagoes

Transformacao homogénea

= Mapeamento
= A transformacio 4T mapeia "P—"P
= Operador

= A transformacio Topera em "P, produzindo “P,
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Representagoes de orientacao

= Translacoes sao faceis de visualizar
= Rotagoes nao sao tao intuitivas
* Dificeis de descrever e especificar
* Fechada sobre a multiplicagao
SR=LRER
* Nao é comutativa
SRER#LRAR
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Representagoes de orientagao

= Considere duas rotagoes de ¢ = 30°, uma em torno
de Z, e outra em torno de X,.

0,866 -0,500 0,000 1,000 0,000 0,000
R,(30)=|0500 0,866 0,000 R,(30)=/0,000 0,866 —0,500

0,000 0,000 1,000 0,000 0,500 0,866

087 -043 025 087 -050 0,00
R,(30)R (30)=|050 0,75 -043| R (30)R,(30)=|043 075 —050
000 050 087 025 043 087
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Representagoes de orientacao

= Matriz de rotacao 3x3
* Colunas mutuamente ortogonais
* Colunas com magnitude 1 (vetor unitario)
Ap ApT
ARART =1

= Matriz ortonormal propria (determinante=1)

7

= E possivel representar uma rotagao em 3D
utilizando menos que 9 parametros?
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Representagoes de orientagao

" Formula de Cayley

* Dada uma matriz ortonormal propria R, existe
uma matriz S (skew-symmetric), tal que:

R=(h—3Y%h+3)
= Matriz skew-symmetric
S=-8"
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Representagoes de orientacao

= Uma matriz skew-symmetric de dimensao 3 ¢
especificada por 3 parametros (s,,s,,s,)

= Qualquer matriz de rotagao 3x3 podera ser
especificada por apenas 3 parametros!
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Representagoes de orientagao

= Os nove elementos de uma matriz rotacional
nao sao todos independentes
R=[XY Z]

= E possivel representa-los como:

x>

=1 X-Y=0
3l=1 Y-Z=0
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Representagoes de orientacao
Angulos fixos X-Y-Z

= Descrigao
= |niciar com o referencial {B} coincidente com
um referencial conhecido {A}. Primeiramente,
rotacione {B} em torno de X, de um angulo y ,
em seguida em torno de Y, de um dngulo g ,e
finalmente em torno de Z, de um angulo « .
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Representagoes de orientagao
Angulos fixos X-Y-Z
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Representacoes de orientagao
Angulos fixos X-Y-Z

= Também conhecido por roll, pitch e yaw

= Muito utilizado em aviacao, nautica e robotica

Roll
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Representagoes de orientagao
Angulos fixos X-Y-Z

= Rotagao de y em torno de X, (roll)

* Projecao da descrigao dos vetores unitarios que
representam {B} nos vetores unitarios de {A}

A

XXy Ya Xy Za-Xg
QRX(V): );{A'Y:B Y:A'Y:B ?A'Y:B
Xy ZB Yo-Zy Z,-Zg
1
=0 cos(y) —sin(y)
10 sin(y) cos(y)}
B «m Introdugo a Robotica - Descrigio espacial e Transformagdes 31

Representagoes de orientacao
Angulos fixos X-Y-Z

é\vaz(%ﬂ’a):Rz(a)RY(ﬂ)Rx(V)
ca —sa Ol cg 0 sp|1 O 0
=|sa ca O0Of 0 1 0|0 cyr -sy
0 0 1)|-sp 0 cp||0 sy cy

cacfl CcosfSy—Sacy CospCy +Sasy
oRwz (7, B,) =| sacf  sasfsy +cacy sosfcy —cosy

—-sp cpsy cpsy
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Representagoes de orientagao
Angulos fixos X-Y-Z
" Problema inverso

= Como obter os angulos a partir da matriz?

h, h, 0 £ =atan2(-ry,,+/ 5 +1)

A
g Ryvz (7, B.a) = T Iy ror
31 132 33 Cﬂ Cﬂ

y =atan2 Yo b
COS =12+ 12 cf cp
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Representagoes de orientacao
Angulos fixos X-Y-Z

* Problema inverso — Casos Especiais

£ =90 p=-90
y =atan2(r,,r,,) y = atan2(r,, r,,)

m Introdugio a Robética - Descrigdo espacial e Transformagdes 34

25/03/2015

17



Representagoes de orientagao
Angulos fixos X-Y-Z

= atan2(y, X)

= Similar a tan™(y/x), porém utiliza o sinal de x e y
para determinar o quadrante que contém o
angulo resultante

= Exemplo:

atan2(-2,-2) =-13%°
atan2(2,2) = 45°
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Representagoes de orientacao

Outras descricoes

= Angulos de Euler Z-Y-X

= Cada rotagao é realizada sobre o eixo de {B}

= Referencial mével, depende das rotagoes

= Angulos de Euler Z-Y-Z

* Produzem o mesmo resultado na ordem oposta
= Angulo-Eixo equivalente

= Rotagao em torno de um eixo genérico (vetor)

. ‘é H_‘! Introdugio a Robética - Descrigdo espacial e Transformagdes 36

25/03/2015

18



Consideragoes computacionais

= Considere as seguintes rotacdes sobre P P:
AP=RERSRPP

= Qual a forma mais eficiente de realiza-las?
= Existe diferenca!’

= A ordem das transformagoes podem fazer
grande diferenca no tempo computacional!
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Consideragoes computacionais

= Uma opgao € agrupar em uma unica matriz
AR="RERSR mp AP=/R°P

= O calculo de 4R requer
* 54 multiplicagoes e 36 adigoes
= A operagcio final sobre P

* 9 multiplicagoes e 6 adi¢oes
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Consideragoes computacionais

= E se a operagoes forem realizadas na ordem!?
AP=_RERSRPP
AP=/RZRCP
AP=/REP
AP="P
" Total de operagoes
= 27 multiplicagoes e |8 adigoes
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Consideragoes computacionais

= Cada caso € um caso!

= Se as relagoes entre as matrizes de rotagao
forem constantes e existir uma grande
quantidade de PP; que devem ser
transformados em “P;

= Sera mais eficiente pré-calcular 4R
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