Descri¢oes Espaciais
e Transformacoes
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Descrigdes Espaciais e
Transformacdes

# Descrever objetos no espago 3D;
¢ Formulagdo matemadtica consistente;

# Sistema coordenado universal
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Notacao

+ Vetores e Matrizes — Letra Maitscula
¢ Escalares — Letra Minudscula
+ Referenciais — Sobrescrito e Subscrito
precedentes
A . .
P vetor de posigdo P descrito no
referencial {A}

gR — matriz de rotagdo que especifica a
relacdo entre os referenciais {A} e {B}
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Notacao

« Inverso, transposi¢do
-1 T
R7T, R
« Subscritos suscedentes — nenhuma convengao
especifica.

P hoit — POsi¢do de um parafuso

¢ Funcdes trigonométricas

cos9, =0, = ¢
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Descrigcdes: Posi¢do, Orientacdo
e Referenciais

o Descricao de Posi¢do

# Descricdo Orientagdo
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Descricao de Posi¢do

# POSICAO — Definida em relagio a um
referencial pelo vetor AP (3 x 1), denominado
Vetor de Posi¢do, que é o vetor P descrito em
relag@o ao referencial {A}:

A
P=|P,
P,
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Descricao de Posi¢ao

Descricao de Orientagdo

# ORIENTACAO — de um referencial afixado
num corpo, descrita pela Matriz de Rotacao iR

ZA
(3 x 3), composta pelos vetores unitarios das
.p direcdes principais de um referencial {B},
AP representados no referencial{A}:
(A . Mo he T
Y gR:[AXB Y, AZ.:;]: i Tn T
By T Ty
A
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Descric¢ao de Orientacdo Descri¢ao de Orientagdo
# Cosenos Diretores ¥
A R o R A ;Rz[/«}’(‘vs A)'}B AZB]_ BYAT
XzoX, e Xy ZyeX, BZ‘T
~ ~ ~ ~ ~ ~ A
gR: XpoY, YyoY, ZyeY,
X,02, Y,02, Z,0Z, Portanto, pode-se afirmar que:
Bp_ApT
asb=lal Ibl cos® AR_BR
- Isto sugere que o inverso da matriz de rotagdo é igual a
Comolal=1bl=1,entio,a*b=cos6. sua transposta, como mostrado a seguir.
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Descric¢ao de Orientacdao Posicao e Orientagdo
/\)2;
SRR =| 0[R2z,
AST
ZB

Onde I; ¢ a matriz identidade 3x3. Portanto:
Ap_Bp-1_BpT
pR=,R"=,R

pela comutatividade do produto escalar.

©1998 Mario Campos.

©1998 Mario Campos




Descri¢ao de um referencial

¢ REFERENCIAL — um par constituido de:
{ORIENTACAO, POSICAO}

{B}={iR."P,,,. }

Descricao de um referencial

¢ Um referencial (frame) € uma entidade composta
de 4 vetores que fornecem informacg@o de posi¢io
e orientacdo. Na figura a seguir, um desses vetores
indica a posigdo das pontas dos “dedos” da garra,
e trés outros indicam a sua orientacao.

« Por outro lado, um referencial nada mais € do que
um sistema coordenado, ao qual, além da
orientacdo, é fornecido um vetor de posi¢io que
descreve sua origem em relagdo a um outro

referencial.
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Representacio Grifica de Referenciais Mapeamentos

{C}

S

©1998 Mario Campos.

+ Utilizados para mudar descri¢des de um
referencial para outro referencial.

¢ Mapeamentos envolvendo referenciais
transladados (sem rotag@o relativa):

Ap="pP+Pp

Borg
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Referenciais Transladados
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Referenciais Rotacionados

¢ Colunas da matriz de rotag@o sdo vetores
unitarios e mutuamente ortogonais. Como
consequéncia:

sR=IR'=IRT

B AT

Xa

A A A A~ A~ B AT
BR=_ X8 Y Zp,=| YA
[ "5l
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Referenciais Rotacionados
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Referenciais Rotacionados

# Projecoes dos componentes do vetor AP sobre os
vetores unitarios:

substituindo, temos:

‘P=4R"P
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Referenciais Rotacionados

Qi dj, ik
Ro=\J,-i, Jy-Jo Jyk,
ki, k.-j, k.-k
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Referenciais Rotacionados

Reg=\Jyitu Jy-Jv Jyks
koi, k.-j, k ok,
1 0 0

R.o=|0 cosf —send
0 senf cosO
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Referenciais Rotacionados

+ Exemplo: Referencial {B} rotacionado em
relagdo a {A} deZ de 6=30°:
0.0
‘po [2.0}

0500 0866 0.000

Annn annn 1 0ann

0866 0500 0.000
iR =

—1.000
A A B
P=sR P=| 1732

nnnn
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Referenciais Genéricos

o Descrever 2P em rela¢do a um frame
intermedidrio, cuja orientacio seja a mesma e
{A}, e cuja origem seja coincidente com {A}.

¢ Realizar a soma vetorial para “descontar” a

translag@o:
AP=,R°P+"P,

org

¢ De maneira mais compacta:
A A B
pP=5;T"P

©1998 Mario Campos
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Transformacdo Homogénea

N T T S Y s
1] oo o 1 |1

1. Um “1”¢ adicionado como tltimo elemento
dos vetores 4x1.

2. Uma linha com [0 0 0 1] é adicionada como
ultima linha da matriz 4x4.

A descrigdo de {B} relativo a {A} é:
A
v
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Transformacgao Genérica
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Transformacdo Genérica

+ Exemplo: Sendo {B} rotacionado 30 graus em
torng de Z , e transladado de 10 unidades ao longo
de Y, e de 5 unidades ao longo de X, , encontre
AP, sendo que 8P =[3.07.00.0]".

{B} pode ser definido como:

0866 -0500 0.000 100
4| 0500 0866 0.000 5.0

#2710000 0000 1.000 0.00
0 0 0 1
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Transformacgao Genérica

3.0
Sendo P, em relagdo a {B}: Bp={70
0.0
Temos, finalmente, que:
9.098
pP=4T"P = 12562
0.000
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Operadores

¢ As mesmas formas matematicas que
utilizamos para mapear pontos entre
referenciais, também podem ser
interpretados como operadores que
transladam pontos, rotacionam vetores, ou
ambos.
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Operador Translacional

¢ Operador translacional — move um ponto no
espago de uma distancia finita, ao longo da direcdo
de um dado vetor.
— Apenas um sistema coordenado;

— Mesma matemdtica de mapeamento de pontos entre
referenciais;
— Mover um vetor “para frente” em relagdo a um
determinado referencial pode ser vista como:
» O vetor movendo “para frente”, ou
» O referencial movendo “para trds”.
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Operador Translacional
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Operador Translacional

¢ Da figura tem-se que:
AP,=4P,+4Q
ou, de outra maneira:
AP, =Dy(q) *P,
onde:
q — magnitude (com sinal) da translacio

Q — vetor ao longo do qual ocorre a
translagdo
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Operador Translacional

® D, (q) — pode ser considerado como uma
transformacao homogénea do tipo
simples:

Dy(q) =

c o o =

c o - o

c - o o
=

onde gy, gy, q, sd0 componentes do vetor Q e:

q=\q +4, +4.
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Operador Rotacional

# Operador rotacional — muda um vetor 4P,
em um novo vetor 4P,, através de uma
rotacdo R:

Ap, = RAP,
ou:
AP, = Ry(6) 4P,
onde R,(0) refere-se ao operador rotacional
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Operador Rotacional

+ Um operador rotacional “R,(6)” que produz
uma rotag@o de 6 graus em torno de um
eixo direcional Z, pode ser escrito em
coordenadas homogéneas:

cosg —seng
R:(0) = 0 0

0
sen@ cosg O
1
0 0 0

- o © O
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Operador Rotacional

& A matriz de rotagdo que rotaciona vetores
por meio de alguma rotacdo R, é
equivalente a matriz de rotagdo que
descreve um referencial rotacionado de R
relativo a um referencial de referéncia.
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Operador Rotacional

# Exemplo: Calcular o novo vetor AP, obtido através
da rotagdo de 30 graus do vetor AP, em torno de Z

0866 -0500 0.000 0.0
R,(6)=|0500 0866 0.000 ‘P =20
0000 0000 1000 0.0
~1.000
‘P, =R,(0)'F =| 1732
0.000
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Operador Rotacional
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Operador de Transformacdo

¢ Operador de transformacao — Como no
caso de vetores de posi¢do e matrizes de
rotagdo, um referencial também pode ter
uma outra interpretacdo. O operador T’
rotaciona e translada o vetor AP, para
produzir um novo vetor AP,

Ap,=T 4p,

©1998 Mario Campos. 39

Operador de Transformacao

& Uma transformagdo que rotaciona de R e
translada de Q é equivalente a
transformagdo que descreve um referencial
rotacionado de R e transladado de Q em
relagdo ao referencial de referéncia.
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Operador de Transformacdo

+ Exemplo: Deseja-se rotacionar o vetor
AP,;=[3.07.0 0.0]" de 30 graus em torno do eixo
Z,, e transladi'l—lo de 10 unidades em X,e 5
unidades em Y,. Determinar AP,.

0866 —0500 0000 100 30 9098
A B
p_[0s00 0866 0000 S0 | s, | p_r'p_|12562

10000 0000 1000 000
0.000
0 0 0 1

©1998 Mario Campos. 41

Operador de Transformacdo

©1998 Mario Campos 2




Resumo das interpretacdes

o Transformagoes Homogéneas:
1.Descri¢do de um referencial. QT descreve o
referencial {BJ relativo ao referencial {A}.
Mais especificamente, as colunas de  sdo
vetores unitdrios que definem as direcdes dos
eixos principais de (B}, e APy, localiza a
posicdo da origem de {B).

©1998 Mario Campos. 43

Resumo das Interpretacdes

2. Transformagdo de mapeamento. ;‘,T mapeia
PP,

3. Operador de transformagao. T opera em 4P,
para produzir 4P,

Referencial — usado para descrigdes

Transformagdo — usado mapeamentos ou
operadores

©1998 Mario Campos

44

Transformagdes Compostas

— Na figura a seguir, o referencial {C/ é conhecido em
relacdo ao referencial {B}, e o referencial {B} é
conhecido em relacdo ao referencial {A/. Pode-se
transformar P em 5P:

PP=¢TP
— e transformar 2P em AP:
AP=,T°P

— definindo:
A A B
I=,T T
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Transformagdes Compostas

©1998 Mario Campos

Transformagdes Compostas

Em termos das descricdes de {B/ e {C}, temos:

ApB I ApB A
ap | ARER L R"R,+ Pm}
Ap=|__ 8Tl 4 BT Teos™ Thow
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Invertendo uma Transformacao

# Inverter a matriz 4x4 — mais caro
¢ Fazer uso da estrutura da transformada:
B . B
— 4T pode ser encontrado a partir de 4, R

ede BPAorg
B /A _BpA B
( PBorg )_AR PBorg + PAorg
B _ BpA __ ApTA
PAorg __AR PBorg - BR PBorg

©1998 Mario Campos
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Invertendo uma Transformacgdo

Logo, pode-se escrever:

E, como consequéncia:

=i

©1998 Mario Campos. 49

Equacdes de transformagdes
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Equagdo de Transformagdes

Da figura anterior temos que:
Urp_Ump A
Ur=tT4T
ou, também:
Urp_Ump B C
DT_ BT CT DT

igualando-se as duas expressdes acima, tem-se:

\Tar=yrire
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Equagdo de Transformacdes

(B}
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Representacdes de Orientagdo

+ Matrizes de rotagdo:
— Todas as colunas sdo mutuamente ortogonais;
— Colunas possuem magnitude = 1;
— Matrizes ortonormais préprias (det = +1);

E possivel representar rotagdes em 3D com
menos do que 9 pardmetros?
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Representacdes de Orientagao

¢ Formula de Cayley para matrizes ortonormais:

Para qualquer matriz ortonormal prépria
R, existe uma matriz S, uma matriz skew-
symmetric, tal que:

R =(I,-S) (I,+5)
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Representacdes de Orientacdo

o Uma matriz skew-symmetric (S = — ST) de
dimensao 3 € especificada por 3 pardmetros

(Se Sy s.):
0 -5 s
S=[s. 0 -s,
- s 0

Como consequéncia, qualquer matriz de

rotac@o 3x3 pode ser especificada apenas por 3
parametros.

©1998 Mario Campos.

Representacdes de Orientacdo

& Mais fécil visualizar translagoes.

+ Mais dificil especificar e visualizar
rotagoes.

# Rotagdes ndo sdo comutativas:

ARER#ER R

©1998 Mario Campos

Representacdes de Orientagdo

Exemplo:
0866 —0500 0.000 0.000 0.000 0.000
R,(30) =| 0500 0866 0.000 R, (30) ={0.000 0866 -0500
0.000 0.000 1000 0.000 0500 0866

087 —043 0000 087 —050 000
R,(30)R,(30) =| 050 075 —043|# R,(30)R,(30)=[043 075 -050

0.00 0000 087 025 043 087
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Representacdes de Orientagdes

« Convengdes de conjuntos de angulos: 24
— Sequéncias de 3 rotacdes
— 12 angulos fixos
— 12 angulos de Euler

— Dualidade reduz o nimero de parametrizagdes
Gnicas para rotagdo para apenas 12.
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Angulos Fixos X-Y-Z

. Angulos Fixos X-Y-Z

Iniciar com o referencial {B} coincidente com um
referencial conhecido {A}. Primeiramente,
rotacione {B} em torno de X, de um dngulo ¥,
rotacione, entdo, em torno de Y, de um dngulo

B e finalmente rotacione em torno de Z, de um
angulo o.

¢ Também conhecido como roll, pitch e yaw.

©1998 Mario Campos

Angulos Fixos X-Y-Z
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Angulos Fixos X-Y-Z

ARxyz (7. B, 00) = Ry (@)Ry (B)Rx (7)

ca —-saa O ¢ O sBf1 0O O
s ca Of O 1 OO0 ¢y -sy
0 0 1ff-sB 0 B0 sy cvy

|:cacﬂ casPsy — socy cosPey + smy}

socB sosPsy + cacy  sosPey — cosy

-spB cPsy cPey
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Angulos Fixos X-Y-Z

# Problema inverso: 9 equagdes e 3

incdgnitas.
cocB  casPsy —socy casPey + sasy n N2 N3
==|n1 o mn2 3
31 132 133

socf  sosPsy + cocy  sosPey — casy

—sp cBsy cBey

©1998 Mario Campos
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Angulos Fixos X-Y-Z

2 2
cB= n1 +nl

2 2
B =Atan2 —131, 21 +n1

»T A1

= Atan2 s N se ¢ 0

o B cﬁ) (secf #0)
. )

cﬁ’cﬁ; (secp = 0)

y = Atan2 (
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Angulos Fixos X-Y-Z

@ Atan2 (y,x) calcula ran’! (y/x), mas utiliza o
sinal de x e y para determinar o quadrante
que contém o angulo resultante.

Exemplo:
Atan2( -2.0, -2.0) = -135°
Atan2(2.0,2.0) = 45°
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Angulos Fixos X-Y-Z

« Miiltiplas solu¢des podem existir, nesse caso
calcula-se o resultado de forma que

-900 < B <+900
o .a solugdo anterior degenera.

Ness@s‘_cai‘égg;% diferenca entre o e y pode ser
calculada. Assume-se que o = 0.0°.
Se B =90.0° tem-se que:

B=90.0°; 0. =0.0°; Y= Atan2(r;,,5,)
Se B=-90.0°

B =-90.0°; 0=0.0°; 7= — Atan2(r,,r5,)
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Angulos de Euler Z-Y-X

¢ Angulos de Euler Z-Y-X
Iniciar com o referencial {B} coincidente com um

referencial conhecido {Aj}. Primeiramente,
rotacione {B} em torno de Zgde um dngulo o,
rotacione, entdo, em torno de Yy de um dngulo
B, e finalmente rotacione em torno de Xy de um
angulo y.

# Rotagdes realizadas em torno dos eixos do

referencial mével.
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Angulos de Euler Z-Y-X

7

©1998 Mario Campos. 67

Angulos de Euler Z-Y-X

B Rz (e, B )= R RS R = Ry () Ry ()R (¥)

ca —sa O ¢ 0 sBll1 0 O
=[so ca Of O 1 O}0 cy —sy
0 0 1]-sB 0 c¢B]O sy cy

coc casPsy —socy cosPey + sosy
=|sacB sasPsy + cocy sosfey — cosy

—sp cPBsy cBey
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Angulos de Euler Z-Y-X

o Trés rotagdes em torno de angulos fixos
produzem a mesma orientagdo das mesmas
trés rotacdes realizadas em ordem oposta
em torno dos eixos dos referenciais moéveis.
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Angulos de Euler Z-Y-Z

¢ Angulos de Euler Z-Y-Z
Iniciar com o referencial { B} coincidente com um

referencial conhecido {Aj}. Primeiramente,
rotacione {B} em torno de Zgde um dngulo o,
rotacione, entdo, em torno de Yy de um dngulo
B, e finalmente rotacione em torno de Zy de um
angulo y.

# Rotagdes realizadas em torno dos eixos do

referencial mével.
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Angulos de Euler Z-Y-Z

©1998 Mario Campos 7

Angulos de Euler Z-Y-Z

f?RZ’Y’Z’(O{,ﬁ,’)/) = Rz(o)Ry (B)Rz ()

co —sa O cf O sBfcy —sy O
=|so¢ co Off O I Ofsy ¢y O
0 0 I]-sBg 0 ¢g| O O 1

cocfey —sosy  —cosPsy — socy  cosp
=|sacfey +cosy  —sosPsy +cocy  sosf

—spey spsy B
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Angulos de Euler Z-Y-Z

ng'y'z' (a,B,7) =

cocfey — sasy —cosPsy —socy cosP A M2 M3
=|sacPey + cosy —sasPsy +cocy sosB|=|rn; mm m3
—sPey sPsy B By 133

SesB#0
B = Atan2 (m . m)
o = Atan2 (r3/sB . n3/sB)
¥ = Atan2 (13, /sB.~r31/5B)
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Angulos de Euler Z-Y-Z

& Muiltiplas solu¢des podem existir, nesse caso
calcula-se o resultado de forma que
00< B <1800

e Se =00 ouf =180.0° ,asolugio anterior
degenera. Nesses casos, a diferenga entre oL e y
pode ser calculada. Assume-se que o = 0.0.

Se B =0.0° tem-se que:

B=0.00; 00=0.0°; y = Atan2(-ry,,ry))
Se B = 180.0° tem-se que:

B =180.0°; o0 = 0.0°; vy = Atan2(ryp,—ry;)
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Angulo-eixo Equivalentes

¢ Angulo-eixo equivalente
Iniciar com o referencial {B} coincidente com um
referencial conhecido {A}. Rotacione { B} em
torno de um vetor 4 ~ de um dngulo Q,
seguindo a regra dd'mdo direita.
# Qualquer orientacéo pode ser descrita por
meio de uma rotagdo em torno de um eixo
genérico.
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Angulo-eixo Equivalentes
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Angulo-eixo Equivalentes

kxkxv@ + cO  kxckyv@ — kzs@  kxkzv@ + kysO
Rz(0) = | kxkyv@ + kzs0  kykyv@ +cO  kykzv@ — kxs@
kxkzvO — kys@ kykzv@ + kxs@  kzkzvO + cO

An T
ondevg =1 —cosge K= kx ky kz]

[
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Angulo-eixo Equivalentes

non2 n3
BRk() =|n1 n2 n3
Bl B2 133

32 — 123
AT+ 722 +733 — 1 - T
0 = Acos ; K= n3 —ni
2 2seng@
21 —n2
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Angulo-eixo Equivalentes

¢ Problemas:

— A solugdo anterior calcula o valor de 60 entre 0 e
180 graus.

. Ap

— Existe um outro par, (— K,—G) que resulta na
mesma orientacdo no espago.

— Pequenas rotagdes angulares resultardo em um
eixo “mal-definido”. No limite, quando a
rotacdo tende para zero, o eixo de rotagdo se
torna indefinido. A solug@o anterior falha para
6 =0°0u 6 =180°.
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Angulo-eixo Equivalentes

¢ Exemplo: Referencial {B} inicialmente
coincidente com {A}. Rotacione {B} em torno do
vetor AK =[0.707 0707 0.0]'(passando pela
origem), de um angulo 6 = 30°. Qual a descrigao
do referencial {B}?

0933 0067 0354 0.0
A | 0067 0933 -0354 00

B"7|-0354 0354 0866 00
0.0 0.0 00 10
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Angulo-eixo Equivalentes

eExemplo: Referencial {B} inicialmente coincidente
com {A}. Rotacione {B} de um angulo 6 = 30° em
torno do vetor 4 ~ 7, passando
pelopontos K= r0.707 O';Q7Qu%:pé descrigio do
referencial {ﬁﬁ 102030

Definem-se, dois referenciais intermediérios {A’} e
{B’}, com a mesma orientagdo de {A} e {B}, mas
transladados em relacdo a {A} de um “off-set” que
coloca as duas origens no eixo de rotagao.

©1998 Mario Campos

Angulo-eixo Equivalentes
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Angulo-eixo Equivalentes

Temos, aseguir, {A’} relativoa {A} e {B} relativoa {B’}:

10 00 00 10 10 00 00 -10
A 00 10 00 20| p 00 10 00 -20
AT = Bl =

00 00 10 30 00 00 10 -30

00 00 00 10 00 00 00 10
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Angulo-eixo Equivalentes

— Pode-se, agora, rotacionar {B’} relativo a {A’},
em torno de um eixo que passa pela origem,
sabendo-se que ndo houve translacio:

0933 0067 0354 00

0067 0933 -0354 00

—0.354 0354 0866 0.0
0.0 0.0 0.0 10

A
BT =
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Angulo-eixo Equivalentes

Finalmente, pode-se escrever a equagdo que calcula
a transformac@o que descreve o referencial {B} em
relagdo ao referencial {A}:

Ag_ Ap A B
Bl=ATpT gl

0933 0067 0354 -113

A 0067 0933 -0354 113
BY 710354 0354 0866 005
0000 0000 0000 100

©1998 Mario Campos.

Parametros de Euler

¢ Uma outra representagdo de orientacdo. Em
termos do eixo equivalente K = [kx ky k;]T
e do angulo equivalente 0, os parimetros de Euler
sdo dados por:

0

e =k il
1 Xsenz

0

&y =k, sen—
2 ysenz

0

g3 =k, senE

0
= cos—

2

&4
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Parametros de Euler

# As quatro quantidades n@o sdo independentes, mas
pode-se escrever que:

2 2 2 2

que pode ser visualizado como uma hiper-esfera
unitdria no espago quadri-dimensional.

# Visto como um vetor 4x/, os pardmetros de Euler
sdo conhecidos como quatérnios unitarios
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Parametros de Euler

¢ A matriz de rotagdo R¢, equivalente ao conjunto
de angulos de Euler é dada por:

2 2
1-2¢2 - 23 2ele2 — £3ed) 2(5153 +£264)
2 2
Re = 2(8182 +£3¢e4) -2l — 23 2e2e3 + €led

2 2
2(e1e3 + e264) 2(e2e3 + eledy 1-2e2 - 2¢2
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Parametros de Euler

¢ Dada uma matriz de rotag@o, os parametros de
Euler equivalentes sdao dados por:

_mr=73
deq

_ M=

£l
4e4

5 €2

feiva
e3= ", ved = l+ni+m2+33

+ Naio é muito util, computacionalmente falando, se
representar rotagdes de 180° (¢,=0).

# Todos os €; permanecem no intervalo [-1,1].
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Transformacgdo de Vetores Livres

¢ Vetores como velocidade e forga serdo
transformados de maneira diferente.

« Dois vetores s@o iguais, se tiverem a mesma
dimensdo, magnitude e dire¢do. Podem, no
entanto, possuir diferentes linhas de agdo, como
mostrado na figura a seguir.

+ Dois vetores sdo equivalentes segundo certa
capacidade, quando produzem o mesmo efeito
nessa capacidade.
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Transformacdo de Vetores Livres

Vs

©1998 Mario Campos.

Transformacdo de Vetores Livres

& Um vetor de linha refere-se a um vetor que,
juntamente com a magnitude e diregdo, é
dependente de sua linha de ag¢do, no tocante a
definicdo de seu efeito.

¢ Um vetor livre refere-se a um vetor que pode ser
posicionado em qualquer lugar do espago sem
perda ou mudanga em seu significado, enquanto
sua magnitude e dire¢@o forem preservadas.
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Transformacdo de Vetores Livres

¢ Um vetor de momento é sempre um vetor livre. Se
tivermos um vetor de momento N, pode-se
calcular esse mesmo vetor em termos do
referencial {A}:

A A B

ou seja, apenas a matriz de rotagdo € necessdria
para maped-lo.
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Transformacgdo de Vetores Livres

¢ Da mesma maneira, o vetor velocidade descrito
em relagd@o a {B}, BV, pode ser descrito em relagdo
a {A} como:

+ A velocidade de um ponto é um vetor livre. Na
figura a seguir, se » ~, entdo 4 ..
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Transformacdo de Vetores Livres

{B} - v

5 {A}
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Consideracdoes Computacionais

& A ordem em que as transformagdes sdo
aplicadas faz grande diferenca em termos da
computacio necessdria. Por exemplo,
existem duas possibilidades bésicas de se
perfazer miiltiplas rota¢des no vetor de
posicdo AP:

A A_B_C.D_
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Consideragdes Computacionais

¢ Multiplicar as trés matrizes de rotacdo, e depois
multiplicar pelo vetor:

A ApBpC
pR=pRCRpR
Ap=pRPP
o Calcular AR requer 54 multiplicacdes e 36
adicdes, e a multiplicag@o final pelo vetor requer

mais 9 multiplicagdes e 6 adi¢des, perfazendo um
total de 63 multiplicacdes e 42 adicdes.
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Consideragcdes Computacionais

¢ Se multiplicarmos o vetor pelas matrizes, uma a

uma:
Ap=ARERSRPP

Ap=ARERCP
Ap=pR®P
Ap_Ap
teremos um total de 27 multiplicagdes e 18

adi¢des, menos da metade, se comparado com o
método anterior.
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Consideragdes Computacionais

+ Em alguns casos podem existir inimeros
PP, que serdo transformados em 4P;. Neste
caso serd mais eficiente calcular-se 4
apenas uma vez e utiliza-lo nos
mapeamentos posteriores.
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Consideracdoes Computacionais

¢ Um método mais eficiente de se calcular o produto
de duas matrizes de rotagdo ,ACOI Menos
de 27 multiplicacdes e 18 adi¢des. Onde  sdo as

colunas de ,e p sdo as colunas da matriz
Ci
resultado.
-4
Ci=BRLI ,
R
C2=BRL2 ,
MR =Crx (M

requerendo 24 multiplicagdes e 15 adigdes.
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